NUMEROS COMPLEXOS



Numeros Complexos

Introducao

Vamos introduzir os nimeros complexos a partir de uma simples equacao quadratica da

forma
2> +1=0, (1)

que como sabemos nao possui solucao no campo dos nimeros reais. A pergunta que devemos
responder € a seguinte: como resolver esta equagao?.

E necessario estender o sistema dos nimeros reais para um sistema de niimeros onde pos-
samos resolver equagoes da forma (1). Construiremos este novo sistema a partir dos pontos do
plano.

Definicao de Numero Complexo

O par de nimeros da forma (x,y), onde x e y sdo nimeros reais chama-se nimero complexo
se para eles esta definido a igualdade e as operagoes de soma e multiplicacao da seguinte forma:

1. Dois ntimeros complexos (z1,¥y1) e (x2,y2) sdo iguais, se e somente se, quando x; = x5 €
Y1 = Y2

2. A soma de dois nitmeros complexos (x1,y1) e (x2,y2) é outro nimero complexo
(z1 + 22,91 + y2).

3. O produto de dois nimeros complexos (z1,y1) e (za,y2) é outro nimero complexo (x1xe —
Y1Y2, T1Y2 + Tay1)-

Para denotar a igualdade, soma e produto de dois niimeros complexos usamos a notacao:

(T1,71) = (T2,y2), <= T1=122€ Y1 =Yo;
(w1, 91) + (72,92) = (¥1 + T2, Y1 + ¥2); (2)
(x1,y1).(T2,Y2) = (122 — Y1Y2, T1Y2 + Tal).

Em particular, da férmula (2), observa-se que as operagoes definidas acima com nimeros com-
plexos da forma (z,0), isto é

(ZEl,O) + (IL‘Q,O) = (ZEl + T, O), (IL‘l,O).(ZEQ,O) = ([L’lfL'Q,O)

correspondem com as mesmas operagoes que realizamos nos nimeros reais. Por este motivo os
nimeros complexos da forma (z,0) identifica-se com os nimeros reais z.
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O nimero complexo (0, 1) denotado por i chama-se unidade imagindria. Usando o produto
em (2), vemos que
i =ii=(0,1).(0,1) = (—1,0) = —1.

Da férmula (2) também podemos notar

(0,y) = (0,1)(y,0) = 4y, por tanto (x,y) = (z,0)+ (0,y) = x + iy.

Desta forma cada nimero complexo (z,y) pode-se escrever na forma x + iy e chama-se, forma
algébrica do nimero complexo. O ntmero complexo da forma iy chama-se imaginario puro.
Em particular, o nimero 0, isto é o nimero complexo (0,0), é tnico, é real e imaginério ao
mesmo tempo.

Seja z = x + iy, onde = a parte real de z e y a parte imaginaria de z, ou seja,

x = Re(x +1iy) = Re(z), y=Im(x+iy)=Im(z).

O numero complexo x — iy chama-se conjugado do niimero complexo x + iy e denota-se por
Z:

Z=x+1y=x—1y.
A operacao de conjugacao satisfaz as seguintes realagoes:
(Z)==z2, 21+ 22=71+7%, Z1.20 = Z1.22, 2+ Z =2x, 2 —Z = 2iy.

O nimero /22 + y? chama-se médulo do nimero complexo z = = + iy e denota-se por |z| :

2| = |z +iy| = V2% + ¢y (3)

Daqui é facil ver que
2| =Z| e 2.2 =2+

Segue de (3) que |z| = 0 se e somente se z = 0, por este motivo |z| > 0.

0.0.1 Propriedades das Operacgoes
As operacgoes de soma e multiplicagao satisfazem as seguintes propriedades:

e Comutatividade: 21+ 29 = 29 + 21, 2120 = 22.21;
e Associatividade: (z1 4+ 22) + 23 = 21 + (22 + 23), (2122).23 = 21(22.23);

e Distribuitividade: z1(z2 + 23) = 2122 + 21 23.
Observa-se que os numeros 0(neutro) e 1(unidade), satisfazem
z4+0=2, 1.z =2, para qualquer z.

No conjunto dos nimeros complexos a operacao de soma possui uma operagao inversa
chamada de substracao, isto é, para quaisquer nimeros complexos z; e 2o existe um unico
nimero complexo z tal que

2+ 29 = 21.



Este niimero chama-se diferenga dos niimeros z; e z5 e denota-se por z; — z».
A operacao de multiplicacao possui uma operacao inversa chamada de divisao, isto é, para

quaisquer nimeros complexos z; e zo existe um unico nimero complexo z tal que

(4)

2.29 = 21, desde que zy # 0.
Multipliquemos a equagao (4) por Zs, temos z.29.Z3 = 21.Z9, donde,
2|20 = 2172, |22] #0.

Desta forma B L
<1 Z1%22 2122
z=— —=, 2 #0

Zo  29Z2 |z

Definicao 0.0.1 O conjunto dos niumeros complexos é um corpo. Ele € indicado por C.

Exemplo 0.1
3—-2  (3-20)(4—3i) 12—9i—8i+6i®
44 3i _é4—|—3i)(4—37j)_ 42 + 32
_6—170 6 17,
T 25 25 250

Interpretacao Geométrica dos Nimeros Complexos

Suponhamos que no plano esteja definido o sistema retangular de coordenadas. O nimero
complexo z = x +1iy representa-se como um ponto do plano com coordenadas (x,y). Observa-se

que esta representacao ¢ unica.

exo
imaginario
=X+i
"E
7] T T— :.(x,y)
0 X eixored

Figura 1: Plano Complexo

Das definigoes, podemos observar que z e —z sao simétricas com relagao & origem 0 e os

pontos z e Z sao simétricos com relacao ao eixo real.
Segue do gréfico, que o ponto z pode ser identificado pelo vetor z, donde o comprimento |z|

do vetor z satisfaz as desigualdades

[Re(2)| < 2|, [Im(z)] <[2].

E facil mostrar



N\

Figura 2: Nimeros complexos z, —z € Z

Proposicao 0.0.1 (Desigualdade Triangular) . Para quaisquer nimeros complexos z; e
23, valem as desigualdades:

|21 = Jzel| < l21 + 2] < fza] + |22,

0.1 Forma Trigonométrica e Féormula de Moivre

Veremos agora que um numero complexo z = x + 1y, nao somente pode ser definido
pelas coordenadas retangulares = e y, mas também pelas coordenadas polares r e ¢, onde
r=|z| = /2% 4+ y?, é a distancia da origem (0,0) de coordenadas até o ponto z. ¢ é o angulo
entre o eixo real e o vetor z considerado no sentido positivo a partir do eixo real. Este angulo
chama-se argumento do nimero complexo z(z # 0)e denota-se por ¢ = arg z.

b/

Figura 3: Coordenadas polares
Da figura acima vemos que
T =TCosp, Y =Tseney. (5)
Desta forma, qualquer nimero complexo pode-se escrever na seguinte forma:

z=x+1y =71cosp+irseny = r(cosy +isenp),
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chamado de forma trigonométrica do niimero complexo z.
Da férmula (5) obtemos

x x
7"2::162—|—y2, CoOSp = — = semp:y: J

Notemos que o sistema (5) possui infinitas solugoes, pois as fungoes cos e sen sao fungoes
periddicas de periodo 27, assim todas as solugoes estao contidas nos angulos ¢ = ¢, +2kn, k €
Z, onde @, € [0,27) é uma das solugoes do sistema (5) e chama-se valor principal do argumento
. Para z = 0 o argumento nao esté definido.

1 V3

Exemplo 0.2 Escrevamos na forma trigonométrica o numero z = 5~ 27
T P L L C .
mosr=|z|=4/-+-= =—= nyg=——.Comozr=—— =——.en
emos 11 , COS® 5 Seny 5 omo 5 ¢V 5 > entao
. . . AT 47
o ponto z estd no terceiro quadrante, ou seja ¢, = 5 e Y= 5 + 2km. desta forma,
1 V3 dm 4w
Z=——=—1— =CO0S — +1sen—.
2 2 3 3

0.1.1 Foérmula de Moivre

Consideremos o produto dos nimeros complexos z; = 71(cos @1 +isen 1) e zo = ra(cos g+
isen py),

2129 = 11(C08 @1 + isen @1)ra(cos v + isen pg) =
= r179 [(COS (1 COS g — sen 1 sen ps) + i(Sen Py Cos Yg + oS p1 sen y)| = (6)
= r11g [cos(p1 + ¢2) +isen(vr + va)] .

Em particular se z = r(cos ¢ + isen ), entao z? = r?(cos 2¢ + isen 2¢p).
Da férmula (6) segue a férmula de Moivre [1].

n

2" =[r(cosp +isenp)|" = r"(cosny + isennyp). (7)

Em particular, se » = 1 a férmula (7) fica

n

2" =[(cosp + isenp)|” = (cosny + isennyp). (8)

Exemplo 0.3 Usemos a férmula de Moivre para calcular o produto (14 iv/3)*(1 — )3,

Pela férmula (7), temos

(14 VB (1 —i)* = [2cos 5 +isen)]" [v2(cos (—F) +isen (=5))]" =
= 16(cos T +\/@‘_sen %’T)\/\?ﬁcos (\;_%’T) +isen (—37)) =
= 16(—% —~ i;)@(—; + i;) =

=16 (1+V3+i(v3—1)).



Raiz de um Numero Complexo

A n-ésima raiz do nimero complexo z = r(cos ¢ + i sen ) chama-se o nimero

/r(cos g + isen )/ = p(cos € 4 isené),
se

p"(cosné +isenné) = r(cosp +iseny).
Donde obtemos expressoes para p e & p" =r, né = ¢ + 2km, ou seja,

p=vr, {="——

90+2k;7r
n

Definitivamente obtemos a formula

2k 2k
{/r(cos @ + i sen ) :\/F(cosuj%senu), k=0,1,2,....,n—1.  (9)
n

n

Desta forma, se z # 0, entao obtemos n diferentes raizes, pois para valores de k& maiores que
n — 1, os argumentos serao diferentes dos obtidos num valor de 27, que é o periodo das fungoes
Seno e coseno.

Exemplo 0.4 Determinar todas as raizes cubicas de i, ou seja, determine todos os valores de

Vi

, . ,
Como o médulo de 7 é igual a 1 e o valor do argumento é Ex temos

T 19k T+ 2k
%: :\S/COSg‘i‘Z.SGHg:COSQTW"’Z'SiHZTﬂ_? (k::0,1,2).

Assim, obtemos os 3 valores:

3 1
cos%+isen%:§ 5 k=0;
3 1
cos——l—zsen“r’—”:—% 5, k=1,
cos——}—zseng—”——z, k=2
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Exemplo 0.5 Definir todos os valores de /1, ou seja todas as raizes n-ésimas da unidade.

Como o médulo de 1 é igual a 1 e o valor do argumento ¢ 0, temos

2k 2k
V1= \n/COSO+iSGHO:COS—7T+iSin—7T, (k=0,1,2,...,n—1).
n n

Se k = 1, obtemos o valor da raiz

2r .. 27w
€ =coS— + 181 —,
n n

isto é, todas as raizes da equacao 2" = 1 obtem-se de

2% 2%
eF =cos 8 4isin =, (k=0,1,2,...,n—1). (10)
n n



Teorema 0.1.1 A soma das n raizes de um numero complexo z" = r € zero.

Prova: De fato, as n raizes da equagao 2" = r sao dadas pelas férmulas /ref, k =
0,1,2,...n — 1, e € definido por (10), assim:

on:{L/f

2 2
e 2 = {/re = {L/F(cos—ﬁ—i-isen—w)

n n
4. 47
o 2 = {/re? = {/r(cos — + isen —)
n n
6m . 67
o 23 = /red = {/r(cos — + isen —)
n n
2(n—1)m . 2(n — )m
® 2, = Yre" Tl = C/F(Cosu + isen u)
n
E facil ver que, as n raizes z,, 21, ..., z,_1 formam uma progresao geométrica com razao q =

27 ) 27
€ = COS — +1s8en —.

n n
Seja S, = 2, + 21 + 22 + ...+ 2,_1 a soma das n raizes de z obtidas acima, e considerando
que :

2r . 2m\" onmw . onm -
e" = | cos — +1sin — = | cos— +isen — | =1, entao
n n n

n
o — q" 1—¢&" 1-1
S, = 2" iy —0. m
1—g¢q 1—¢ 1—¢

Funcao Exponencial

Vamos estender a funcao exponencial e” definido quando x € R para o caso de exponente
complexo.
Quando z € R, a funcao exponencial e* pode ser desenvolvida na seguinte série:

A

e :1+ﬂ+§+§+”'

Definimos analogamente a série para o caso da funcao exponencial com x = 7y, ou seja,

. . 2 . 3
w1 o, iy (iy)
T TR

+ ...

Separando os termos reais e imaginarios, temos

2 4 6 3 5 7
w_ (1YY Y (Y Y Y
e —(1 2!—|—4! 6!+"' +ily '+ Pt



Lembrando que os desenvolvimentos das fungoes seno e coseno sao respectivamente:

z2 ozt 2
cost =1——+———+
20 4l 6!
B 2 2b 2T
senxr = x — ? + a F +
obtemos para e a férmula de Euler:
e = cosy +iseny (11)

Trocado y por —y na equagao (11), obtemos
e = cosy — iseny. (12)

Resolvendo as equagoes (férmulas de Euler) (11) e (12) com relagao as funges seno e coseno,
obtemos as férmulas que expressam as fungoes trigonométricas através das fungoes exponenciais
com expoentes imaginarios:

eV +e eV —e

cosy = 5 ; siny = 5 (13)
i

A férmula (11) nés permite escrever o nimero complexo dada em forma trigonométrica na
forma exponencial:
re’¥ =r(cosp+isenyp).

Seja x + 7y um numero complexo arbitrario, entao
"t = e” ¢ = ¢” (cosy +iseny) . (14)
Agora ficou fécil, definir o produto de duas fungoe exponenciais para z; = x1+1iy; € 2o = To+1iYys:

21 22

et.e” =" (cosy; +iseny;).€"? (cosys + isenys) .

De fato, usando a férmula (6) para o produto de dois nimeros complexos obtemos:

e*l.e™ = ™2 (cos(yy + o) +isen(y; + yp)) = €T T2 I W1V = pmiFin grative _ o1 o7 _ pmtE
Analogamente

e

— o7l o772 — P12

s . )

Em geral, para n € N, obtemos
— n _ —
(ez)nzezez ez:enz’ (6 z) —e z'e z e z:e nz

Aplicacao
Usando a féormula de Euler, podemos obter uma expressao para qualquer poténcia positiva

das funcgoes cos ¢, sin e para os seus produtos das mesmas poténcias,

(e + e7¥)"
2n

i —ip\T
(€% —e™)

n —
cos” p = min

. " —
; sin” ¢ =

(15)



Exemplo 0.1.1

A (e + e‘i“")4 etie N 4e2i% N 6 N Je~ 2P N e~ 4
oS = — o _
4 ot T 16 16, 16 ' 16 16

1 e4up + €—4up 1€2z<p + 6—214,0 3 _

+ += =
2 2 2
1 1 i

= §+§cos2¢+§cos4gp.

Exemplo 0.1.2

i —ip\4 (i —ip)3 2i —2ip\3 ( i —i
4 5 (e —=eT?) (e ) (eMP —eTTP) (e —eT¥)
SO =T T s R =
(€519 — 3e%% 4 3e™21P — ¢701%) (e — ™)

. ) 128 A A , .
(€79 — e51% — 331 4 3e™¥ + 37 — 373 — 7O 4 7 TIP)

12
3 3 ¥

1 1
= 6—400590— 6—4008390— 6—4(:03590—{—6—4(3057@.

Funcoes Trigonométricas e Hiperbdlicas

Até agora estudamos as fungoes trigonométricas somente no caso de variavel real. Definamos
as fungoes trigonométricas para variavel complexa pela férmula de Euler:
eiz + e—iz eiz _ e—iz
cosz=———; sinzg=——
21

2

Usando estas férmulas e as propriedades da fungao exponencial podemos verificar as seguin-

tes formulas(VERIFIQUEN!!IN):

sin? 2z + cos? z = 1;
sin(z; + 22) = sen 21 cos 29 + sen 2, cos 21;
cos(2] + 22) = COS 21 COS 23 — S€N 2 COS Zy.

Introduzamos agora a nogao de fungoes hiperbdlicas. O coseno e seno hiperbédlico definem-se
pelas férmulas:
z —Zz

z —Zz

) e ) sentz e —e
coshz = cosiz = ————; sinhz = —— =
Y )
2 1 2
em particular quando z = x, obtemos
e + e~ et — e—iz
coshr = —; senhz = ———
2 2

Usando estas férmulas, nao ¢é dificil verificar as seguintes relacoes:

cosh?z — sinh? z = 1

sinh(z; £ z3) = senh 2 cosh 25 £ cosh 21 senh zo;
cosh(z; £ z9) = cosh z; cosh 2z, & senh z; senh 2y;

sinh 2z = 2senh zcosh z, cosh2z = cosh? z — senh? 2.

Desta forma aparece a trigonometria hiperbédlica com férmulas andlogas as férmulas da trigo-
nometria do circulo. Trocando nas formulas da trigonometria usual o sen z por isenh z e cos z
por cosh z obtemos as férmulas anadlogas na trigonometria hiperbélica.
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Universidade Federal do Rio Grande do Norte
I Lista de Niimeros Complexos

Prof. David Armando Zavaleta Villanueva

1. Calcule:

(a) (2+4)7;

2. Determine os ntimeros complexos z, que satisfazem as seguintes condigoes:

5

37

z—4

z— 2 ‘:1'
z— 8

z— 81

3. Demonstre a igualdade
la + b|
1+

=a (a>0;0€Ce b#a).

4. Estabelecer quando é possivel Re (z129) = (Re z1)(Re z2).

5. Escreva cos*z como combinacao de polindémios trigonométricos de angulos multiplos de

Primeiro grau.

6. Resolver a equagdo 322° = (2 + 1)°.

7. Demonstre a igualdade

|21 + 22‘2 + |21 — 22‘2 = 2(|Zl|2 + |Z2|2)-
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8. Prove para x # 0:

n n
cos "T“x sen sen "T“x sen ¢
a) E cos kr = p— ;b) E senkxr = p— :
k=1 2 k=1 2

9. Esclareca o sentido geométrico das seguintes relagoes:

(a) |z| = Re z + 1;
(b) Re z+1Im z < 1;
(©) [z =1[ =2z =],

(d) —% <argz < %

10. Para z = 1 + ¢, encontre w de tal forma que a parte real dos seguintes niimeros sejam

iguais a zero

a)z +w; b)zaw; c¢)—;

z
w

d)

w
z

11. Prove

|z| < |Re z| + [Im 2| < V22|, Vze€C.

12. Encontre na esfera de Riemann as imagens de:
circunferéncia vy ={z € C: |z| =r}.

a) dos raios arg z =

Q;

b) da

13. Prove que a seguinte funcao d : C — R dado por

d(21, 22) = |21 — T2| + |y1 — 2]

¢ uma métrica em C,onde z; = x; + 1y j =1, 2.

14. Encontre os pontos de acumulagao das seguintes sequéncias:

o 0 (7)) o (5

)n)n;d>oﬂ@”—1»w
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n Nk
i
15. Encontre o limite da sequéncia (z,),, onde z, = E (7;')
k=0

n—o0

16. Encontre o limite lim (1—1—2’ 2n ) .
n?—1
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