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Capitulo 1

Introducao

1.1 Boas Vindas

E com grande prazer que recebemos a todos e que sejam muito bem vindos
ao curso de Matematica. O primeiro passo de uma jornada a fim de um grande

propésito foi dado.

1.2 Objetivo

O objetivo deste trabalho é proporcionar aos recém ingressantes do curso
de Matematica da UFRN uma visao e maturidade no que diz respeito a técnicas
e elementos fundamentais do rigor matematico, dando-lhes uma introducao basica

necessaria.

1.3 Filosofia

E de extrema impotancia que o discente nao deixe de praticar tal aprendi-
zado, pois as disciplinas que compoem tanto o Bacharelado quanto a Licenciatura
do curso exigem do aluno um grau de profundidade em formulagoes e organizagao

do Raciocinio Logico Matematico bem elaborados e estruturados.



1.4 Temas abordados

No capitulo seguinte, veremos técnicas de demontragao e organizacao légica
textual para o seu desenvolvimento, tais como elegancia e simbologismos. No terceiro
capitulo, serd introduzido uma nocao béasica do Método de Indugao e a resolugao
de importantes problemas. Por fim, para a conclusao do conteudo, trataremos um
pouco sobre a Légica Matematico Perceptiva, que ird nos levar a uma reflexao bas-

tante interessante sobre nossa percepcao matematica.



Capitulo 2

Métodos de Demonstracao

2.1 Organizacao do Conhecimento Matematico

(I) O que é uma Definicao? Um enunciado que descreve o significado de um

termo.
Ex.: (Definigdo de linha, segundo Euclides) Linha é o que tem compri-
mento e nao tem largura.
(IT) O que é um Axioma? Um ponto de partida de raciocinio, uma proposi¢ao
assumida como verdadeira.
Ex.: (Primeiro postulado de Euclides) Pode-se tragar uma tunica linha
reta entre dois pontos distintos.
(ITII) O que é um Teorema? Uma proposigao de alta relevancia tedrica que se
demonstra ser verdadeira, baseada em proposicoes anteriores.
Ex.: (Teorema de Pitdgoras) A soma dos quadrados dos catetos é igual
ao quadrado da hipotenusa.
(IV) O que é uma Demonstragao? E a prova de que um teorema é verdadeiro,
obtida por regras validas.

Em geral, existem véarias maneiras de se demonstrar um teorema. Agora,
vamos aprender algumas técnicas de demonstragao utilizando alguns resulta-
dos de numeros naturais. Para isso recordamos algumas defini¢coes que utili-

zZaremos:

(1) Um ndmero inteiro ndo nulo a divide um nimero inteiro b se existe

um inteiro k, tal que b = ak;
(2) Se a divide b, dizemos que b é miltiplo de a;

(3) Um ntmero inteiro a é dito par se 2 divide a, ou seja, se existe

numero inteiro k tal que a = 2k, portanto, a é miltiplo de 2;
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(4) Um ndmero inteiro b é dito impar se 2 nao divide b, nesse caso

pode-se provar que existe um numero inteiro k tal que b = 2k + 1;

(5) Um ndmero real r é dito racional se existirem nimeros inteiros p, ¢

. _ D
tals que r = —;

(6) Um numero real r é dito irracional se nao for racional, ou seja, se

. - P
nao existem inteiros p, ¢ tal que r = =.
q

2.2 Demonstracao Direta

A demonstracao direta é a forma mais simples de demonstracao, e a mais
direta: para demonstrar que p = ¢ assuma que p é verdadeiro, e através de uma

série de etapas, cada uma seguinte das anteriores, conclui-se q. (*)

Exemplo 2.2.1. Demonstre que, se n, m sao numeros pares, entdo n+ m também

€ par.
(i) Hipdtese (assumimos como verdade): n,m sao numeros pares;
(ii) Tese (conclusao): n + m é par.

Demonstragcao. Como n e m sao pares, pela definicao 3, n = 2k e m = 2,

onde k e [ sdo inteiros. Logo,
n+m=2k+20=2(k+1).

Concluimos que n 4+ m é multiplo de 2, ou seja, n + m é par.
O

Exemplo 2.2.2. Demonstre que o quadrado de um niumero impar é um nidmero

mpar.

OBS.: Aqui, a proposi¢ao nao esta no formato “se p, entao ¢,” mas da para alte-

rar a frase, sem mudar o seu sentido:

Demonstre que, se n é impar, entdo n? também é fmpar.
(i) Hipdtese: n é impar;
2

(ii) Tese (conclusao): n® é impar.

Demonstragao. Como n é impar, n = 2k 4+ 1 para algum inteiro k. Logo,
n? =2k +1)? =4k + 4k +1=202k* +2k) + 1 =20+ 1,

onde | = 2k2 + 2k é um inteiro. Portanto, n? é impar.



2.3 Demonstracao por Contraposicao

Por (*), temos:
(i) “p=-q” é equivalente & sua contrapositiva “nao ¢ = nao p”;

Disto resulta que, se “ndo g = nao p”for verdadeira, entdo “p = ¢”também
é, e vice-versa; ou seja, se demonstrarmos a contrapositiva, a proposicao original
estard automaticamente demonstrada.

2

Exemplo 2.3.1. Demonstre que, se n® € par, entdo n também é€.

Proposicio: n? é par = n é par.

Note que a proposicao é bem simples, e poderiamos usar uma demonstracao di-

reta. Contudo, ao observar a contrapositiva:

Contrapositiva: n é fmpar = n? é fmpar.
(i) Hipdtese: n é impar;
2

(ii) Tese (conclusao): n® é impar.

Demonstracao. A contrapositiva é verdadeira, conforme demonstramos no

exemplo 2. Portanto, a proposicao original também é verdadeira.
O

Exemplo 2.3.2. Sejam n e m numeros inteiros para os quais n +m € par, entdo

n em tem a mesma paridade.

Proposicao: n+ m é par = n e m tem mesma paridade.

OBS.: Note que o universo do discurso sdo os nimeros inteiros.

Contrapositiva: n e m tem paridades diferentes = n + m é impar.

OBS.: O universo do discurso ainda é o mesmo.
(i) Hipdtese: n e m tem paridades diferentes;
(ii) Tese (conclusao): n + m é impar.

Demonstrag¢ao. Pela hipdtese, um dos nimeros é par, e o outro é impar. Para
simplificar, escolha n = 2k e m = 2l + 1, para inteiros k e [ (o caso n impar e m par

pode ser obtido apenas trocando-se n por m). Logo,
n+m=2k+20+1=2(k+1)+1=2¢+1,

onde ¢ = k + [ é inteiro. Portanto n 4+ m é fmpar.



2.4 Demonstracao por Reducao ao Absurdo

Uma demonstragao por redugao ao absurdo é uma técnica de demonstragao
no qual se demonstra que se, alguma proposi¢ao do tipo p fosse verdadeira, ocorreria
uma contradicao logica, e portanto p sé pode ser falso, logo, o resultando de nao p

¢é verdadeiro.

Exemplo 2.4.1. Algum dia serd possivel criar um programa de computador que

sempre ganhe no xadrez?

Suponha, por um momento, que a seguinte proposigao ¢é valida: p = “existe um

programa de computador que sempre ganha no xadrez.”

Supondo que tal programa existe, instale a mesma cépia em dois computadores e
coloque um para jogar contra o outro. Ou o jogo terminard empatado (sem nenhum
ganhador), ou um dos computadores perdera. Em qualquer destes casos, pelo menos
uma das duas cépias do programa nao vai ganhar o jogo, uma contradicao, ja que

assumimos que o programa sempre ganha.

Portanto, nao existe (nem nunca existird) um programa que sempre ganhe no

xadrez.

Exemplo 2.4.2. Demonstre que existem infinitos nimeros primos.

(i) Hipdtese: (todo e qualquer resultado que nao depende deste);

(ii) Tese (conclusao): p = “Existem infinitos niimeros primos”.

Demonstracao. Vamos deixar de lado a tese por um momento e supor o

seguinte:
Hipétese (absurda): nao p = “existe uma quantidade finita de nimeros primos”.

Vejamos até onde ela nos leva.
Por esta nova hipotese, ha apenas n ntimeros primos, onde n é inteiro. Podemos

colocar os primos p1, po, ..., P, em ordem, de tal forma que:

P <p2 <..<Dpp.

Com isto, teriamos que p, é o maior primo de todos.

Considere o nimero py -pa - ... p, + 1. Ele ndo é divisivel por nenhum dos primos

P1,D2, ..., Pn, portanto ele também é primo e, além disso, é maior do que todos os
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demais nimeros primos, incluindo p,. Mas isto contradiz a afirmacao de que p,, é o
maior primo de todos, o que é um absurdo!

Como o nosso raciocinio foi construido corretamente apds a hipdtese nao p, isto
nos leva a concluir que nao p é falsa, consequentemente a proposicao p = “existem

infinitos nimeros primos”é verdadeira.

Exemplo 2.4.3. Demonstre que V2 é irracional.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que v/2 é racional. Portanto, seria
possivel encontrar nimeros inteiros a, b, com b # 0, tais que v/2 poderia ser repre-

sentado como fragao irredutivel {. A partir disto, podemos afirmar que:

Disto temos que a? é par e, pelo que demonstramos no exemplo 3, a também é

par. Como a é par, a = 2k para algum inteiro k, e dai:
2% =a? = (2k)? = 4k?  (+2)

b2 = 2k

O que nos diz que b também é par. Mas isto é uma contradicdo, pois se a e b
sao pares, a fragao irredutivel § poderia ser reduzida, um absurdo! Logo, podemos

concluir que o nimero real v/2 nio pode ser racional, portanto é irracional.

O

2.5 Resumo: Métodos de Demonstracao

(1) Demonstracao Direta: partindo da hipé6tese, use diretamente propriedades

e regras validas até chegar na tese;

(2) Demonstragao por Contraposigao: para algumas proposigoes do tipo p =

g, pode ser mais facil demonstrar (usando os outros métodos) nao ¢ = nao p;

(3) Demonstracao por Redugao ao Absurdo: dada uma proposigao p a ser
provada, assuma inicialmente a hipétese nao p, e faca um raciocinio direto a

partir desta hipdtese até achar uma contradigao.

(%) Dica 1: geralmente, ¢ uma boa idéia tentar aplicar os métodos nesta ordem.
(%) Dica 2: é comum demonstragdes do tipo “nimero x é irracional”’ou “nao

existe x tal que...”serem por reducao ao absurdo.



2.6 Demonstracao do tipo ‘“se, e somente se”
(Bonus)

O seguinte enunciado é muito comum:
“p (é verdade) se, e somente se, q (é verdade)”
Ou, na forma simbdlica, “p < ¢” (lé-se: p, se e somente se, q)
Isto equivale a duas proposicoes:
“se p entdao ¢ E “se ¢ entao p”
Ou, simbolicamente, “(p = q) e (¢ = p)”.

Cada uma das duas proposicoes deve ser demonstrada separadamente.

Exemplo 2.6.1. Demonstre que dois inteiros a e b possuem paridades diferentes

se, e somente se, a + b € um numero impar.
Demonstragcao. Temos que provar as implicagoes:
(i) a e b possuem paridades diferentes = a + b é impar;

(ii) a4+ b é impar = a e b possuem paridades diferentes.

Note que a implicagao 1 é a contrapositiva da proposicao do exemplo 4, portanto

ja foi demonstrada ser verdadeira.

Resta agora demonstrar a implicagao 2, usando algum dos métodos vistos (direto,

por contrapositiva, por reducao ao absurdo). Deixaremo-a a cargo do leitor.



Capitulo 3

Método de Inducao

O axioma da inducao é a base de um eficiente método de demonstragao
de proposigoes referentes a nimeros naturais (demonstragdes por indugao, ou por
recorréncia). Para a mostrar que um determinado enunciado é valido, o método

indutivo tem como base:

(i) Demonstrar que o enunciado é valido para n = 1;

(ii) Supondo o enunciado vélido para n = k , demonstrar que o mesmo é valido

para n = k+1.

3.1 Exercicios

Mostrar, por inducao, os seguintes resultados:

(a) 14243+ ... +n =20t

(b) 1+3+5+...+(2n—1)=n?
(c) 448+ 12+ ... +4n =2n(n+ 1);
(d) 10™ +3-4"2 + 5 ¢ divisivel por 9;

(€) 1-2-342-3-443-4-54...4n-(n+1)-(n+2) = "ntei20t),

(f) sen(2"-0) = 2" - sen(d) - cos(0) - cos(20) - ... - cos(2"10);

(g) Seja f : N — N uma funcao tal que f(zy) = f(x) + f(y), para todos os
z,y € N. Fixado a € N, mostre que f(a") = nf(a), para todo n € N;

(h) (T~YAT)" = T~YA"T, Vn € N.
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Capitulo 4

Logica Matematico Perceptiva

4.1 Percepcao Estrutural e A Memoéria Ma-
tematica

Ao solucionar um problema matematico, o individuo, inicialmente, percebe
seus elementos componentes, sinteticamente e analiticamente, isolando-os, estabele-
cendo hierarquia, combinacoes e relagoes entre eles. Considerando algumas relacoes
tedricas entre a percepcao da estrutura de um problema, a meméria e a memoéria
matematica, buscou-se estudar tais relacoes empiricamente.

A atividade de solucdao de problemas mateméticos pode evidenciar diver-
sas reagOes e processos cognitivos superiores a ela subjacentes, dentre eles: a per-
cepc¢ao, a representacao, a imagem, a retencao e a recuperacao de informagoes con-
tidas na memoria. Ao elaborar a representacdo de um problema, individuos habi-
lidosos sao capazes de diferenciar claramente trés elementos em um problema: as
relacbes que possuem significado matematico basico; as quantidades nao essenci-
ais para aquele tipo de problema, mas que sao essenciais naquela variante; e as
quantidades supérfluas para aquele problema especifico. Assim, percebem o mate-
rial matematico contido no enunciado verbal de um problema de forma analitica
(isolando diferentes elementos da estrutura, acessando-os de maneira diferenciada,
sistematizando-os e determinando sua hierarquia) e de forma sintética (combinando
os elementos, estabelecendo relagoes matemaéticas e fungoes de dependéncia entre
eles), simultaneamente. Dentre os determinantes da representagdo de um problema,
estdo os conhecimentos prévios do individuo. Ao formar a representacdo de um
problema, este recupera na memoria, os procedimentos adequados aplicaveis aquela
situacao e é exatamente essa representacao que vai orientar a recordacao de tais

procedimentos.
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De acordo com a afirmacgao anterior, durante a solugao de problemas, alguns
processos cognitivos superiores podem ser evidenciados, dentre eles: a percepcao, a
representagao, e a memoria.

A percepgao consiste em um conjunto de processos psicolégicos, pelos quais
as pessoas reconhecem, organizam, sintetizam e fornecem significacao, em nivel cog-
nitivo, as sensacoes recebidas dos estimulos ambientais, através dos 6rgaos dos senti-
dos. Em particular, a percepcao da estrutura de um problema matematico, refere-se
ao reconhecimento, & organizagao, & sintese e a significacdo de elementos do pro-
blema, relacionando-os a elementos da memoria matematica. A percepcao pode ser
tratada de acordo com duas perspectivas e pode ser vista como percepgao cons-
trutiva ou percepcao direta. A percepcgao construtiva, ou inteligente, admite que o
sujeito crie a percepgao (a compreensao cognitiva) usando, a partir do estimulo, a in-
formacao sensorial, vista como fundamento da estrutura perceptual, além de utilizar
outras fontes de informacao. Na teoria da percepcao construtiva, o pensamento de
ordem superior é relevante na construcao da percepcgao e, durante essa construcao,
varias hipoteses sao testadas. Existe, portanto, uma interacao entre a inteligéncia e
0s processos perceptivos, sendo por isso também chamada de percepcao inteligente.
Na teoria da percepcao direta, as informagcoes e o contexto sdo necessarios e suficien-
tes para a formacao da percepgao e os indicios necessarios a construgao da percepgao
sao estritamente inerentes ao estimulo.

A representacdo do conhecimento é a forma pela qual o sujeito conhece ob-
jetos, eventos e idéias que sdo externos a sua estrutura cognitiva. A representagdo
compreende varias formas do pensamento e permite criar e modificar as estruturas
do conhecimento declarativo e de procedimento que o sujeito possui. Esse processo
cognitivo difere de acordo com a natureza do conhecimento, que pode ser classificado
em declarativo (corpo organizado de informagoes factuais), ou de procedimentos (al-
goritmos de execugao de uma tarefa).

Memoria é um sistema de armazenamento e recuperacao de informagao, ob-
tida através dos sentidos. Embora a palavra memodria sugira a existéncia de um
termo unitdario, trata-se de um sistema multiplo, pois nao existe um tnico sistema,
mas muitos, e estes “variam em armazenamento desde pequenos armazenamentos
momentaneos ao sistema de memoéria de longo prazo, que parece exceder exten-
samente em capacidade e flexibilidade ao maior ordenador disponivel”. Trata-se
de um mecanismo capaz de realizar a retengao de conhecimentos de qualquer na-
tureza, com os quais, em algum momento, o sujeito estabeleceu qualquer relagao.
Além da capacidade aparentemente ilimitada, suas caracteristicas fundamentais sao
a persisténcia duradoura de seus contetidos e a pluralidade de cédigos (devido a ca-
pacidade de retencao de conhecimentos de naturezas distintas, por diferentes meios

para a aquisi¢ao), ainda que exista um predominio de codificagdes semanticas.
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A memoria matematica é um componente da habilidade matemadtica, re-
lacionado ao terceiro estdgio da solugao de problemas (a retengao da informacgao
matemadtica). Trata-se de uma retengado generalizada e operante, e uma rapida
elaboracao de representagoes de problemas e relagoes, no dominio dos simbolos
numéricos e verbais. A memoéria matemdtica é notavelmente seletiva, ou seja, a es-
trutura cognitiva nao retém toda a informagao matematica disponivel na situacao,
mas “refina”os dados concretos que representam estruturas abreviadas e generali-
zadas. Esse tipo de retencao torna o método mais econémico e conveniente, pois,
ao reter a informacgao deste modo, nao sobrecarrega a estrutura cognitiva com in-
formacgoes desnecessarias, permitindo que mais informacoes sejam retidas e, con-

seqiientemente, que sejam acessadas mais facilmente.

4.2 Logica Perceptiva

Defini¢do da palavra Légica (diciondrio):

Logica.: Modo de raciocinar tal como de fato se exerce: Légica na-
tural. 2 Filos Estudo que tem por objeto determinar quais as operagoes que sao
validas e quais as que nao o sdo: Légica formal, que trata dos conceitos, juizos e
raciocinios, independentemente de seu conteido. Mais modernamente, andlise das
formas e leis do pensamento, seja do ponto de vista racionalista e critico, seja da-
quele em que se descreve a experiéncia: Loégica genética, l6gica das ciéncias,

l6gica simbdlica, 16gica matematica.

As seguintes perguntas deverao ser respondidas pelo leitor.

1) O que é uma coisa ou algo ser légico?

2) O que leva algo a ser légico?

3) Porque temos esse sentido de intui¢cao?

4) O que é um dado evento ser légico?
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5) O que € necessdrio para algo ser légico?

6) Qual o papel da Matemdtica nesse tipo de pensamento percep-

tivo?

7) Cite alguns beneficios que ela nos traz.

8) Existe(m) alguma(s) desvantagem(ns)?
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