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Capitulo 1

Funcoes Trigonométricas de Angulos
Arbitrarios

Suponhamos que 7= OM o raio vetor do ponto M forma um angulo o com o eixo positivo
das abscissas, onde = e y sao a abscissa e ordenada do ponto M. O angulo a é medido em
graus ou radianos. A seguir introduzimos as principais fungoes trigonométricas.

)/

Y

1. Seno do angulo «, é a razao entre a ordenada y e o médulo do raio vetor 7

)
5 == 1.1
sena = (1.1)

2. Cosseno do angulo «, é a razao entre a abscissa z e o médulo do raio vetor 7

Y
== 1.2
cosa = (1.2)

Observacao 1.1 Observa-se que sena e cosa definidos acima (1.1) e (1.2) dependem
apenas do angulo o e nao do raio r da circunferéncia.

3. Tangente do angulo «, ¢ a razao entre a ordenada y e a abscissa x ou:

sen o
= 1.3
cos o (1)

tana:y:
x
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4. Cotangente do angulo «, é a razao entre a abscissa x e a ordenada y ou:

r T cosa
cotana = — = - = (1.4)
2 sena
5. Secante do angulo «, é o inverso multiplicatico de cos a:
1
seca = (1.5)
COS o
6. Cosecante do angulo a, é o inverso multiplicatico de sen a:
1
cosec v = . (1.6)
sen «

Obviamente as defini¢oes (1.3) e (1.4) tem sentido se cos o # 0 e sen a # 0 respectivamente.

Pela Observacao 1.1, as definicoes trigonométricas definidas acima, independem do raio r
da circunferéncia, por isso podemos supor por simplicidade, r = 1. Tal circulo chama-se circulo
trigonométrico. Assim as fungoes (1.1)-(1.6) podemos escreve-las

sena =y, cosa =1z

Y x
tana = =, cotan —

x % (1.7)

1
seca = —, cosec —

T )

7

r =
y
(23
(o] X x

Figura 1.1: Circulo trigonométrico

Se o angulo « ¢ medido em graus e queremos transforma-lo para radianos, usamos a férmula
T.Q
= 1.8
b=1g (1.8)

mas se o angulo a é medido em radianos e queremos transforma-lo para graus, usamos a seguinte
formula 180
.«
B° = ) (1.9)

™

E muito 1til decorar a seguinte tabela: Analisemos agora como muda (em valor absoluto e
sinal) cada uma das fungoes trigonométricas basicas, quando o angulo « varia de 0 até 2m.
Vamos considerar o circulo trigonométrico.



graus | 0| 30 | 45 | 60 | 90 | 180 | 270 | 360
radianos | 0 | 7/6 |w/4 | w/3 | w/2| @ |37/2| 2«

1.1 sena

De acordo com a primeira féormula (1.7) sen« = y, onde y é a ordenada do ponto final do raio
vetor unitario.

1. 0 < a < 71/2 (primeiro quadrante). Se a; e ay satisfazem as desigualdades 0 < ay <
ay < /2, entdo y; < yo, € portanto sena; < sen ap. Quando « cresce de 0 até 7/2, o
sen «v cresce monotanamente de 0 até 1.

Figura 1.2: primeiro Quadrante

2. /2 < a < 7 (segundo quadrante). Se a; e o satisfazem as desigualdades 7/2 < ay <
ay < 7, entdo y; > Yo, € portanto sen oy > sen ap. Quando « cresce de 7/2 até w, o sen «
decresce monotanamente de 1 até 0.
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Figura 1.3: Segundo Quadrante
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3. m < a < 3m/2 (terceiro quadrante). Se vy e s satisfazem as desigualdades 7 < o <
ay < 3m/2, entdo y; > ys, € portanto sen ay > sen ap. Quando « cresce de 7 até 37/2, o
sen o decresce monotanamente de 0 até —1.

\<‘
—
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o

Figura 1.4: Terceiro Quadrante

4. 37/2 < a < 27 (quarto quadrante). Se a; e ay satisfazem as desigualdades 37/2 < ay <
ay < 2w, entdo y; < Yo, € portanto sena; < senasy. Quando « cresce de w até 37/2; o
sen o cresce monotanamente de —1 até 0.

Figura 1.5: Quarta Quadrante

Assim, para qualquer «, o valor absoluto da fung¢ao sen a nao é superior a 1, isto é : |sena| < 1,
ou
—1<sena < 1.



1.2 cosa

De acordo com a segunda férmula (1.7) cosa = z, onde = é a abscissa do ponto final do raio
vetor unitario.

1. 0 < a < /2 (primeiro quadrante). Se oy e ay satisfazem as desigualdades 0 < ay <
ay < m/2entdo ry < x1, e portanto cosas < cosay. Quando « cresce de 0 até 7/2; o
cos o decresce monotanamente de 1 até 0.

Figura 1.6: primeiro Quadrante

2. 1/2 < a < 7 (segundo quadrante). Se a; e o satisfazem as desigualdades 7/2 < ay <
ay < mentdo x; > Ty, € portanto cos oy > cos ay. Quando « cresce de /2 até w, 0 cos «
decresce monotanamente de 0 até —1.

YA

My

Figura 1.7: Segundo Quadrante

3. m < a < 3m/2 (terceiro quadrante). Se «; e s satisfazem as desigualdades 7 < a; <
ay < 31/2, entdo x1 < 9, e portanto cosay < cos as. Quando « cresce de 7 até 37/2, o
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Figura 1.8: Terceiro Quadrante

cos « cresce monotanamente de —1 até 0.

4. 37/2 < a < 27 (quarto quadrante). Se «; e ay satisfazem as desigualdades 37/2 < ay <
ay < 27, entdo 1 < zy, e portanto cosa; < cosaz. Quando « cresce de 7 até 37/2, o
sen o cresce monotanamente de 0 até 1.

y

o
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Figura 1.9: Quarta Quadrante

Assim, para qualquer «, o valor absoluto da funcao cosa nao é superior a 1, isto é :
|cosa| <1, ou
—1 <cosa < 1.

1.3 tana

De acordo com a terceira férmula (1.7) tana = Yy
x



1. 0 < a < w/2 (primeiro quadrante). Se a; e ay satisfazem as desigualdades 0 < a; <
ay < /2, entdo y; < ye, € portanto tana; < tanas. Quando « cresce de 0 até 7/2, a
tan v cresce ilimitadamente. Se o angulo « tende a 7/2 pela esquerda, entao tan o tende
a mais infinito, ou seja

tana — 400 quando o — /2, onde a < w/2.

X -

Figura 1.10: primeiro Quadrante

2. m/2 < a < 7 (segundo quadrante). Se oy e ay satisfazem as desigualdades 7/2 < a; <
ay < m, entdo y; < ys, € portanto tan o < tan ap. Quando « cresce de /2 até mw, a tan «
cresce monotanamente até 0. Se o angulo « tende a w/2 pela direita, entao tan a tende
a menos infinito, ou seja

tanaw — —oo quando o — /2, onde «a > w/2.

Y

Y

Figura 1.11: Segundo Quadrante

3. m < a < 37/2 (terceiro quadrante). Se a; e «ay satisfazem as desigualdades 7 < a; <
ay < 3m/2, entdao y; < Yo, € portanto tan oy < tan ae. Quando « cresce de 7 até 37/2, a



tan « cresce ilimitadamente. Se o angulo « tende a 37/2 pela esquerda, entao tan v tende
a mais infinito, ou seja

tana — +oo quando a — 37/2, onde a < 37/2.

YA

Figura 1.12: Terceiro Quadrante

4. 31/2 < a < 27 (quarto quadrante). Se a; e ay satisfazem as desigualdades 37/2 < oy <
ay < 27, entdo y; < ¥y, € portanto tan a; < tanas. Quando « cresce de 37w/2 até 27, a
tan v cresce até 0. Se o angulo « tende a 37/2 pela direita, entdo tan a tende a menos
infinito, ou seja

tana — —oo quando o — 37/2, onde «a > 37w/2.

Figura 1.13: Quarta Quadrante

1.4 cotan«

x
De acordo com a quarta férmula (1.7) cotana = —.
)
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1. 0 < a < /2 (primeiro quadrante). Se oy e ay satisfazem as desigualdades 0 < a; <
ay < /2, entdo x5 < x7, e portanto cotan ap < cotan o;. Quando « cresce de 0 até /2,
a cotan o decresce até 0. Se o angulo «a tende a 0 pela direita, entao cotan a tende a mais
infinito, ou seja
tana — 400 quando o — 0, onde a > 0.

\

Figura 1.14: primeiro Quadrante

2. 1/2 < a < 7 (segundo quadrante). Se a; e s satisfazem as desigualdades 7/2 < ay <
ay < m, entdo xg < 1, € portanto cotan ap < cotan . Quando « cresce de 7/2 até T,
a cotan o decresce de 0 até —oo. Se o angulo a tende a 7w pela esquerda, entao cotan «
tende a menos infinito, ou seja

cotana — —oo quando a — mw, onde a < T.

Figura 1.15: Segundo Quadrante

3. m < a < 31/2 (terceiro quadrante). Se «; e «ay satisfazem as desigualdades T < a1 <
ay < 3m/2, entdo 1 > xe, e portanto cotana; > cotanay. Quando a cresce de 7 até
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37/2, a tan a decresce. Se o angulo « tende a 7 pela direita, entdo cotan a tende a mais
infinito, ou seja

cotana — +o00 quando o — w, onde a > 7.

\

Figura 1.16: Terceiro Quadrante

4. 31/2 < a < 27 (quarto quadrante). Se «; e ay satisfazem as desigualdades 37/2 < ay <
ay < 27, entdo 1 > o, e portanto cotan y > cotan ap. Quando « cresce de 37/2 até
27, a cotan a decresce de 0 até —oo. Se o angulo « tende a 27 pela esquerda, entao cot
tende a menos infinito, ou seja

cotanaw - —oo quando a — 2w, onde a < 27.

Figura 1.17: Quarta Quadrante
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Universidade Federal do Rio Grande do Norte
Lista de Exercicios

1. Pode o seno de um angulo ser igual a:

a)4/5; b) —7/8; )V6/2; d) —V/3/2; €)10/3; f) a+1/a, a # 0?

2. Onde se encontra o angulo «, de tal forma que

a)sena < 0; b)cosa > 0; ¢)tana < 0; d)cotana > 0; e)tana > 0; f) cotana < 07

3. Analise o comportamento da fungao sec o quando o angulo « varia entre 0 e 27.

4. Analise o comportamento da fungao cosec & quando o angulo « varia entre 0 e 27.
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Capitulo 2

Relacao entre as Funcoes
Trigonométricas

2.1 Identidades Trigonométricas Basicas

Entre as fungoes trigonométricas bésicas tem-se as seguintes identidades:

1.

sen” a + cos® o = 1. (2.1)

Tomando r = 1, obtemos, para qualquer angulo a : sena = y e cosa = x, onde y e
x sao as projecoes do raio vetor unitario sobre os eixos coordenados. Pelo Teorema de
Pitdgoras: |z|? + |y|* = 1, pois r = 1, donde

sen’ a + cos® a = 1.

2.
tan o = Senoz, (2.2)
cos
onde o # /2 + km, k € Z.
3 CoS (v
cot v = , (2.3)
sen o
onde o # km, k € Z.
As férmulas (2.2) e (2.3) servem como defini¢ao das fungoes tan o e cot «
4.
1
seca = : (2.4)
cos o
onde o # /2 + km, k € Z.
D.
1
coseca = , (2.5)
sen «

14



onde o # km, k € Z.
As férmulas (2.4) e (2.5) servem como definicao das fungdes sec a e cosec a

6. Das férmulas (2.2) e (2.3), obtemos
tan a. cotana = 1, (2.6)

ondea;«é%ﬂ, keZ.

7. Dividendo a igualdade (2.1) por cos? o, desde que cos a # 0, obtemos
1+ tan® a = sec” a (2.7)

onde o # 7w /2 + km, k € Z.

8. Dividendo a igualdade (2.1) por sen? a, desde que sen a # 0, obtemos
1 + cotan? o = cosec? o, (2.8)
onde a # km, k € Z.
Exemplo 2.1 Demonstre a igualdade
sen avcos” a1 + tan® o) + cos asen” (1 + cotan® a) = sen o + cos a.

Substituindo na parte esquerda da igualdade, as férmulas (2.7) e (2.8) para 1 + tan’« e 1 +
cotan? o repectivamente, obtemos

sen v cos® a1 + tan? @) + cos asen? a1 + cotan® o) =
= sen a cos? a(sec? a) + cos asen? a(cosec? a) =

= sen « + cos a.
Exemplo 2.2 Simplifique
M = 2(sen® a + cos® a) — 3(sen o + cos* ).

Desenvolvamos (sen? a + cos? a):

3 —=gen®a + 3sen* acos® a + 3sen? acos* a + cos® v

1 =sen®a + 3sen* acos? a 4 3sen? o cos* o + cos® a,

(sen® a + cos? @)

donde

sen®a +cosfa =1—3sen*acos? a0 — 3sen?acosta =

=1 — 3sen? a cos? 2

a(sen? a + cos? @) = 1 — 3sen? a cos? a.

De forma similar
sen® o + cos*a = 1 — 2sen? o cos? .

Substituindo estas expressoes em M, obtemos

M = 2(sen® a+cos® o) — 3(sen* a +cos® @) = 2(1 —3sen” a cos® a) — 3(1 —2sen?® a cos® a) = —1.

15



2.2 Calculo de uma Funcao Trigonométrica, conhecida
uma delas

Através das férmulas (2.1)-(2.8) podemos expressar qualquer uma das seis fungdes trigo-
nomeétricas, em funcao de uma funcao trigonométrica conhecida.

1. Conhecendo sen a:
cosa = V1 —sen? a,

tana = £ a#m/2+km, ke

b
V1 —sen? «

2. Conhecendo cos a:

sena = £v1 — cos? a,
V1 —cos?«

tana =+——— a#7/2+kn, k €Z.
cos «
3. Conhecendo tan a: .
cosa =t—m—o—r,
V1 + tan? «
¢ 4__tana /24 kr, kel
sena =tanwcosa = t——————, a # 7 T, :
V1 + tan?
Exemplo 2.3 Se cosa = —3/5, m < a < 37/2. Calcular sen c, tan o e cotan a.

O angulo a pertence ao terceiro quadrante, onde sen o < 0,tana > 0 e cotan a > 0.

Portanto,
V1—cos?a —4/5 4 1 3
tana = + — = —, cotana = =-.
COS (v -3/5 3 ana 4

9 4
sena = —V1—cos2a=—4/1— — = ——.

2.3 Paridade e periodicidade de Fungoes Trigo-
nométricas

2.3.1 Paridade de Funcoes Trigonométricas

Primeiramente, lembremos a definicao de funcao par e fungao impar.

O Conjunto de pontos X da reta numérica(reta que representa o conjunto R) chama-se
simétrico com relacao a origem de coordenadas, se para qualquer ponto x € X o nimero —zx
também pertence a X.

Exemplos de tais conjuntos podem ser:
a) a uniao dos intervalos (—o00,0) e (0, +00); b) o intervalo [—a, al; ¢) o intervalo (—a,a); d) o
conjunto {—3, —1, 1, 3}.

Definicao 2.1 A funcao y = f(x), definida no conjunto X simétrico com relagao a origem de
coordenadas, chama-se par, se:

f(z) = f(—=x), para qualquer z € X.

16
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Figura 2.1: Graficos de fungoes pares

Exemplos de fungoes pares sao as seguintes fungoes

{L‘6

f(l‘) = 3566 f(l‘) = m, f(x) = 3C082$, f(l‘) = 3'390‘ — \tanx|,

6

= x—’ temos
12 + 5a*

Por exemplo, para f(x)

(~2)° ®

J=0) = a5 ~ g /@)

Se f(z), z € X, é par, entdo para cada x € X os pontos do seu grafico (z, f(x)) e
(—z, f(—x)) = (—=x, f(z)) sdo simétricos com relagdo ao eixo y. Desta forma, o grifico de uma
fungao par é simétrico com relagao ao eixo y.

Definigao 2.2 A funcdo y = f(z), definida no conjunto X simétrico com rela¢ao a origem de
coordenadas, chama-se impar, se:

f(=z) = —f(x), para qualquer z € X.

Exemplos de fungoes impares sao as seguintes funcoes

5
y=>5x" y= 2L7 y = b5sendz, y =Vl — 24.
3—at
Se f(x), x € X, é impar, entdo para cada x € X os pontos do seu grafico (z, f(z)) e
(—z, f(—x)) = (—z, — f(z)) sao simétricos com relagao & origem de coordenadas. Desta forma,
o grafico de uma funcao impar é simétrico com relacao a origem de coordenadas.
Nao vamos a concluir daqui, que todas as funcoes se dividem em funcoes pares e funcoes
impares, pois a maioria das fun¢oes nao sao pares nem impares. Por exemplo podemos citar
duas fungoes,

1. A funcao y = v22° nao é par nem impar, pois seu dominio ndo é um conjunto simétrico
com relagao a origem de coordenadas;

2. A fungao y = (1/7)* também nao é par nem impar, ainda que seu dominio seja um
conjunto simétrico com relagao a origem de coordenadas. No entanto, por exemplo,

y(1) =1/7#7=y(=1), y(1)=1/T#-7=—y(-1).

17



Figura 2.2: Graficos de fungoes impares

A tnica funcao, definida num conjunto simétrico M com relacao a origem de coordena-

das que é par e impar ao mesmo tempo neste conjunto, é a funcao identicamente nula
flz)=0, zeMCR.

Qualquer funcdo y = f(z), definido no conjunto X simétrico com relagdo a origem de
coordenadas pode-se escrever como soma de uma fungao par ¢(z) e de uma fungao fmpar

(x): f(z) = p(x) +¢(x), donde

R GRS (C)

Exemplo 2.4 FEscreva a fun¢ao f(x) = e*+x+1 como soma de uma fungdo par e uma fungao
impar.

f@)+ f(—2) e +r+l+e™—a2+1 e +e ™42

Y(x) = f(2) —2f(—x) _ et _26 troL e 62 rer Segue daqui, f(z) =
e(x) + ().

Exemplo 2.5 Escreva como soma de uma funcdao par e uma funcdo impar a sequinte func¢ao

Podemos escrever p(z) =

y = 3".

Escrevamos —_— 3

L T __ Q—=x
Assim, o(—z) = p(z), ¥(—z) = —¢(x), isto é, p(x) é uma fungao par, e () é uma funcao
impar. Assim

p(z)

y(x) = p(x) + ().

2.3.2 Propriedades das Funcoes Pares e fmpares

1. Se f(x) e g(zr) sdo fungbes pares no mesmo conjunto X, entdo as fungoes

f(@) + g(x), flx) —g(x), f()g(x), f(x)/g(x), com g(x) # 0, sdo fungoes pares
no conjunto X.

18



2. Se f(z) e g(x) sdo fungoes impares no mesmo conjunto X, entdo as fungoes f(x) +
g(x), f(x) — g(x), sdo fungdes fmpares no conjunto X. A funcdo f(x)g(z) é par no
conjunto X; da mesma forma, a fungao f(z)/g(z) é par desde que g(z) # 0.

Exemplo 2.6 Mostre que a sequinte fungao é impar
y = logs(z® + V1 + 29).

O dominio de existéncia da funcao dada é o conjunto de todo os pontos z tais que z® +
V1426 > 0. Esta desigualdade é satisfeita para qualquer z € R. na verdade se z = 0, entao
2 + V1425 =1> 0. Para qualquer = # 0 temos

1
x3+\/1+x6:x3+|m3|\/1+—6>m3—|—|x3|20.
T

Desta forma, o dominio da fungdao dada é R e portanto, simétrica com relagao a origem de
coordenadas.
Continuando com a andlise, temos para qualquer z real, valem as seguintes igualdades

V(-x) =logy(—)* + /T (~2]) = logy (= + VIT o9
e (—2® + V1 +2%)(2® + V1 + 29) 1 1
& PVt B VIt
=logy(z® + V1 +26)7! = —logy(2® + V1 + 26) =

= —y().

Como o dominio da funcao dada é a reta numérica e y(x) = —y(—=z) para todo = € R, entao a
funcao dada ¢é impar. Para as fungoes trigonométricas vale a seguinte afirmacao

fingdo logarimo
)

Figura 2.3: Gréfico da fungao logaritmo y = logg(z® + v/1 + 20)

Teorema 2.3.1 As funcgoes cosa e seca sao fungoes pares, isto €,
cos(—a) = cosa e sec(—a) = seca,
as fungoes sen o, tan o, cotan «v e cosec v, $ao funcoes impares, isto €,
sen(—a) = —sen«, cosec(—a) = — cosec «

tan(—a) = —tana, cotan(—«) = — cotan«

19



Prova: Consideremos dois angulos formados pelo raio vetor unitario o e —a, observamos qu
cos v e cos(—a) possuem a mesma abscissa x e portanto cos(—a) = cosa. Donde segue
1 1

sec(—a) = cos(—a) = o =seca.

Também, observamos que para sen(—«) e sen v suas ordenadas sao iguais em médulo, mas de
sinais opostas, ou seja, sen(—a) = —y e sen« = ¥, por isso, sen(—a) = — sen a.
Para tan «, obtemos

sen(—a)  —sena«

tan(—a) = = = —tana.
an(—a) cos(—a) cos v ana
Para a cotan a, obtemos
cos(—a) cosa
cotan(—a) = = = —tana. m
sen(—a) —sena

2.4 Funcoes Trigonométricas Periddicas
A fungao f: X — R, x+— f(z) chama-se periédica em X, se existe um nimero 7' > 0,
chamado periodo da funcao, tal que:
1. 2+ T e x — T pertencem ao conjunto X para cada x € X;
2. Para cada x € X temos a igualdade

fa+T) = f(a).

AMN
YARVEAVARWS

=ik

Figura 2.4: Grafico de uma fun¢ao com periodo 4

Uma das propriedades importantes das fugoes trigonométricas é a periodicidade.
Exemplo 2.7 Mostre que se a fun¢ao
f(z) = cosx + sen ax

¢ periodica, entao o € um niumero racional.

20



Observamos que o dominio da func¢do é R. Por hipétese f(x) é periddica. Seja T' > 0 o periodo
da funcao, entao para cada x e «, temos

cos(x +T) +sena(x +T) = cosz + sen ax.
Escrevamos nesta igualdade, x = 0 e x = —T', obtemos

cosT +senal =1
1 =cosT —senal.

Subtraindo a segunda equacao da primeira e logo simplificando por 2, obtemos
cosT =1, isto é, T =2mm, m € Z.
Agora, somando as duas equagoes, obtemos
2senal =0, isto é ol =km, k € Z.
Como T # 0, entao k, m # 0, portanto,
a2rm = km, donde oo = k/(2m), isto é, a € Q.

Antes de demonstrar o seguinte teorema sobre a periodicidade das fungoes trigonométricas,
introduziremos a definicao de periodo principal.

Definicao 2.3 O menor dos periodos positivos de uma funcdo periddica chama-se periodo prin-
cipal.

Teorema 2.4.1 As fungoes trigonométricas sen «, cosa,sec ,coseca,tana e cotana sdo
fungoes periddicas, onde sen a;, cos «, sec o, cosec o possuem periodos principais 2w e as funcoes
tan . e cotan a possuem periodo principal 7.

2.5 Dependéncia das Funcoes Trigonométricas de
Angulos Complementares

Dois angulos a e 8 chamam-se complementares se a + 3 =

Teorema 2.5.1
sen f = cosa, cosf = sencq.

Corolario 2.1
tan § = cotan o, cotan [ = tana.

Prova: Seja 8 = 7 — «, entao

sen(g — o
tan § = taun(z —a) = (5 ) — G cotan a,
2 cos(3 —a) sena
cos(5 — «
cotan § = cotan(z —a) = <fr ) N
2 sen(§ —a)  cosa
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Agora queremos analisar as possiveis expressoes das funcoes trigonométricas dos angulos

/24 a,m £+ «,31/2 £ «, 21 £ « através do angulo «v arbitrério.

Nas formulas do Teorema 2.5.1 e do Corolario 2.1, trocamos « por -«, obtemos:

sen(% + a) = cos(—a) = cos a,
cos(§ 4+ a) = sen(—a) = —sena,
tan(} + a) = cotan(—a) = — cotan a,
cotan(f + a) = tan(—a) = —tana,
Nas férmulas 2.9, trocamos « por 7/2 + «, obtemos:
sen(m + a) = sen(§ + (§ + ) = cos(§ + ) = —sena,
cos(m + a) = cos(§ + (§ + a)) = —sen(§ + a) = —cos

tan(m + ) = tanc«, pois, T é periodo principal
cotan(m 4+ «) = cotan «v, pois, m é periodo principal

De forma anéloga encontramos,

sen(3 + o) = sen(5 + (7 + @) = cos(m + a) = — cos ,
cos(2 + a) = cos(5 + (7T + o)) = —sen(7 + ) = sena,
tan(2 + a) = — cotan o,
cotan(2 + a) = — tan o

Trocando nas férmulas (2.10) a por -«, obtemos

sen(m — a) = sen q,

cos(m — a) = — cos a,
tan(m — o) = — tan «,
cotan(m — ) = — cotan a.

Trocando nas férmulas (2.11) « por -«r, obtemos

sen(¥ — a) =sen(% + (1 — a)) = cos(m — @) = —cosa,
cos(3 — a) = cos(% + (7 — @) = —sen(m — a) = —sena,
tan(2 — ) = cotan a,

cotan(¥ — ) = tana

Por fim, como 27 é periodo para todas as fungoes trigonométricas, obtemos

sen(2m — a) = sen(—a) = —sena,
cos(2m — a) = cos(—a) = cos

tan(2m — o) = tan(—a) = —tan a,
cotan(2m — a) = cotan(—a«) = — cotan «,

sen(2m + a) = sen a,
cos(2m + a) = cos
tan(2m + ) = tan o,
cotan(2m + ) = cotan a,
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Capitulo 3

Grafico das Funcoes Trigonométricas

Funcoes seno e Cosseno
Para as fungoes seno e cosseno, temos

1. Dominio: (—o0, +00);
2. Imagem: [—1,+1];
3. As fungoes seno e cosseno sao funcoes periddicas de periodo 27;

4. As funcoes seno e cosseno se anulam em infinitos pontos; a funcao seno se anula nos
pontos da forma k7, e a fungao cosseno se anula nos pontos da forma 5 + k7, k € Z;

5. As fungbes seno e cosseno sao limitadas.

rad
periodo

Figura 3.1: Grafico da funcao seno

Usando a férmula .

cosz = sen(z + 5),

nao ¢ dificil obter o grafico da funcao y = cosx a partir do grafico da funcao y = senx, com

. ~ . . s
uma simples translagao ao longo do eixo Ox a esquerda um comprimento de 5"
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Para a funcao tangente, y = tanx =

-

2rad

petiodi

Figura 3.2: Grafico da fungao cosseno

Quando movimentamos os graficos das fungoes y = senx e y = cosz ao longo do eixo

Oz a direita ou esquerda num intervalo de comprimento 27, estes graficos coincidem, o que
corresponde com o fato, das fungoes sen x e cos x serem periddicas de periodo 2, isto é,

sen(x £ 27) =senx, e cos(x +27w) =cosx, para qualquer z € R.

Sine and Cosine
3 sin(x) ——
i' cos(x) —— 4
I
1
2
0
o
2
-
Ell
2
pn i e B B B o Al B oo
2 2 2 2 2

Figura 3.3: Gréfico da funcao seno e cosseno

Funcgao Tangente

, temos
CcoS T

1. Dominio: (—o00,400) \ {g + km, k € Z};
2. ITmagem: (—o0,+00);
3. A funcao tangente se anula em infinitos pontos da forma kn, k € 7Z;

4. A funcao tangente é ilimitada.
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Quando movimentamos o grafico da funcao y = tan z ao longo do eixo Oz a direita ou esquerda
num intervalo de comprimento 7, este gréafico coincide com o gréfico da fungao y = tan(x £ ),
isto significa que a funcao tan x possue periodo .

O gréafico da fungao y = tan x é mostrado na seguinte figura.

= Grafico da funcao tangente

Figura 3.4: Grafico da funcao y = tanx

Funcao Cotangente
cosx

Para a fungao cotangente, y = cotx = , temos

sen x
1. Dominio: (—o0,+00) \ {km, k € Z};

2. Imagem: (—o0,+00);
3. A funcao cotangente se anula em infinitos pontos da forma g + km, k € Z;

4. A fungao cotangente é ilimitada.

e
NS

FUNGCAO ¥ = cotg x

Figura 3.5: Grafico da funcao y = cot x

Também observa-se que a func¢ao y = cot z possui periodo 7, isto é,

cot(z £ m) =cotx, para qualquer z.
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Capitulo 4

Transformacoes de Expressoes
Trigonométricas

Daremos a seguir as férmulas das funcoes trigonométricas da soma ou diferenca de dois
angulos. Sejam « e 3 dois angulos.

4.1 Seno da Soma ou Diferenca de dois angulos

sen(a + ) = sen acos 3 + sen 3 cos (4.1)

sen(a — ) = senacos f — sen B cos a

4.2 Cosseno da Soma ou Diferenca de dois angulos

cos(a + ) = cosacos B — sen awsen 3 (4.2)

cos(a — ) = cosacos f + sen asen 3

4.3 Tangente da Soma ou Diferenca de dois angulos

tan a 4 tan 8
t = 4.3
an(a+ f) 1 —tanatan 8 (43)
t —t
tan(a — ) ana — tan (8

1 + tanatan 3

4.4 Cotangente da Soma ou Diferenca de dois angulos

cotanatan f — 1

cotan(a + ) = (4.4)

cotan a 4 cotan 3

cotanatan 8 + 1

cotan(a — fp) =
( f) cotan § — cotan «

Exemplo 4.1 Calcule tan 105°
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tan 60° + tan 45°
tan105° = tan(60° + 45°) = _
an an(60° +45°%) = T e a5
V31

1 (2+V3).

4.5 Funcoes Trigonométricas de angulos duplo e metade

Escrevendo nas férmulas (4.1), (4.2), (4.3), (4.4), a = 3, obtemos as seguintes expressoes em
funcao do angulo duplo:
sen 2o = 2sen o cos .

cos 2a = cos? o — sen? av.

E importante notar, usando a identidade trigonométrica fundamental: sen? a+cos®a = 1, que
podemos escrever o cosseno do angulo duplo ou em fungao do seno ou em funcao do cosseno do
angulo simples:

cos2o =2cos’a —1, cos2a=1—2sen’a.

2tan «
tan 2o = ———.
1 —tan® o
cotan®a — 1
cotan2oe = —————

2 cotan v
Agora considerando o como angulo duplo e a/2 o angulo metade, obtemos:

sen o = 2sen a/2 cos a/2.

cos @ = cos® a/2 — sen® /2.

2tan /2
tana = ————.
1 —tan* a/2
cotan® a/2 — 1
cotana =
2 cotan ar/2

Exemplo 4.2 Simplifique a sequinte expressao:
sen® a(1 + cotan ) + cos® a(1 + tan ) — 1 — sen 2av.
Simplesmente usando as definicoes de tan a, cotan a e seno do angulo duplo, obtemos

= sen? a(1 + cotan ) + cos? a(1 + tana) — 1 — sen 2o =
9 sen o + cos« 9 Ccos v + sen «
=sen‘a | ——— | +cos“a| ———— | — 1 —sen2a =
sen o cos o
= sen asen o + cos ) + cos a(sena + cosa) — 1 — sen 2a0 =
= (sena+ cosa)(sena + cosa) — 1 —sen2a =
= cos’a +sen’ a + 2senacosa — 1 — sen 2a = 0.

Exemplo 4.3 Simplifique
1 — cos 2 sen 2«

+ .
sen 2« 1 + cos 2«
Usando as defini¢goes do seno e cosseno do angulo duplo, obtemos

_1—cos2a+ sen 2« _1—(1—2SGI12(1/ 2senacosa
~ sen2a 1+cos2a  2senacosa 1+ (2cos2a—1)
senq  sen«

= + = 2tana.

COS ¢ COS ¢«
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Universidade Federal do Rio Grande do Norte
Lista de Exercicios

1. Encontre sena, cosa, tana, se tan(a/2) = 7/8;

2. Demonstre a igualdade

tana + 2tan 2a + 4 tan 4o + 8 tan 8« + 16 cotan 16av = cotan «.

3. Demonstre

(cos a — cos 3)% + (sen a — sen 3)* = 4 sen® i

4. Calcule as seguintes expressoes trigonométricas:

(a) cos105%
(b) tan 15°;
(c) sen22°30';

(d) tan 22°30/

5. Simplifique:

(a) cotan60° 4 tan40° + cotan 40° 4 cotan 30°

(b) cos1la + 3 cos9a + 3 cos Tar + cos bav.

6. Demonstre as igualdades
7 8sen(7m/18)

(a) t Tt 27T+t n57r+tan
a an — an — an — - =
6 9 18 3 V3

(b) tan 10° tan 20° + tan 20° tan 60° + tan 60° tan 10° = 1.
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Capitulo 5

Funcoes Trigonométricas Inversas e
seus Graficos

Chamam-se fungoes trigonométricas inversas as seguintes fungoes:
f(z) = arcsenzx, f(x)=arccosxz, f(x)=arctanz, f(z)= arccotz.

Fungao Arco-seno
Para a fungao arcoseno, y = arcsen x, temos

1. Dominio: [—1,1];

2. Imagem: [—g, +g};

3. A fungao arcoseno se anula em um unico ponto x = 0;
4. A funcao arcoseno ¢ limitada.

O gréfico da fungao
Y = arcsen x. (5.1)

obtem-se pelo método indicado acima para funcgoes inversas. O grafico todo encontra-se entre
as retas veticais x = —1 e x = 1, isto é, a funcdo (5.1) estd definida somente no intervalo
—1 < 2 < 1. Notamos que a equacao (5.1) é equivalente a equacdo x = seny, ou seja,
para um z dado, obtemos um conjunto infinito de valores para o angulo y. Para obter a
fungao inversa(injetiva) da funcdo y = senx, é suficiente considerar um intervalo do eixo z,
onde a funcao seno seja monotona crescente ou decrescente. A funcdao y = senx é crescente

T
de —1 até 1, por exemplo no intervalo [—5, 5], e em geral em qualquer intervalo da forma

[_g + ok, g +2kn], onde k = 0, +1,+£2, +3, .. .
Resumindo

s T
—— < arcsenz < —,
2 2

donde
—1<z<1.
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Figura 5.1: Gréfico da fungao y =arcsen x. A= —n/2, B=7/2, C=n, D=37n/2, E =2

Exemplo 5.0.1 Encontre arcsen(v/3/2).

Na verdade queremos encontrar um angulo a € [—g,g] tal que a = arcsen(y/3/2) ou

us

sen o = ‘/73 Daqui é fécil encontrar o = 3.

Funcgao Arco-cosseno
Para a fungao arcocosseno, y = arccos x, temos

1. Dominio: [—1,1];
2. Imagem: [0, 7];

3. A funcao arcocosseno se anula em um unico ponto z = 1;
4. A fungao arcocosseno ¢ limitada.

Um analise parecida feito para a funcao y = arcsen x pode-se fazer para a funcao y = arccos x.
A funcao y = arccosx, sera injetiva se nos restringimos aos valores do angulo y, no intervalo
[0, 7], na verdade neste intervalo a fungao y = arccos z serd mondtona decrescente, isto é,

0 < arccosx <,
donde

-1 <z <1

Exemplo 5.0.2 Cualcule o valor de y = cos(arccos(—0,6)).

Analisemos a fungao z = cos(arccos x). Denotemos por ¢ = arccos z, donde cost = z, ou seja
z =cost = x.
Voltando ao nosso exemplo, temos y = cos(arccos(—0,6)) = —0, 6.

Em geral, x = cos(arccos z).

Exemplo 5.0.3 Encontre y = sen(arccos ).
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Figura 5.2: Grafico da fungao y = arccosz. A= —n/2, B=7/2, C =7, D =3n/2

Denotemos por 8 = arccos x, donde cos f = x. Por isto y = sen 3 = \/1 —cos? 3 =+/1— a2,

Funcao Arco-tangente
Para a fungao arcotangente, y = arctan x, temos

1. Dominio: (—o0, +00);

™

2);

2. Imagem: (—g, +

3. A fungao arcotangente se anula em um tnico ponto x = 0;
4. A funcao arcotangente é limitada.
No grafico da fun¢do y = arctanx, observamos que esta func¢ao serd injetiva (mondtona

™ ’7T).

crescente) se nos restringimos aos valores do angulo y, que tem tan y = z, no intervalo (—5, 5

Figura 5.3: Gréfico da fungao y = arctanz. A= —7n/2, B=7n/2, C=n, D = 37/2

Funcgao Arco-cotangente
Para a funcao arcocotangente, y = arccot x, temos

1. Dominio: (—o0,,+00);
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2. Imagem: (0, m);

3. A fungao nao se anula em nenhum ponto;
4. A funcao arcotangente é limitada.

No gréfico da func¢ao y = arccot x, observamos que esta fungao serd injetiva(métona decres-
cente) se nos restringimos aos valores do angulo y, que tem coty = x, no intervalo (0, 7).

Figura 5.4: Gréfico da fungao y = arccotz. A=7n, B=n/2, C =—7n/2, D= —x

Nao é dificil mostrar, que as fungoes inversas trigonométricas definidas acima, satisfazem
as seguintes relagoes:

arcsen x + arccosr =

arctan x 4 arccot x =

l\D'|>I\'JIﬂ

~ . . m
Mostremos estas afirmacoes. Primeiramente, provemos que arctanx + arccotz = —. De fato,

T ™ T
denotemos por a = arctan x com —5 <a< 5 en b = arccotz com 0 < b < 7. Donde —3 <

3 1
a+b< ?ﬂ Por defini¢ao tana = x e cota = —, cotb = x e tanb = —, portanto;
x x

cotacotb —1 B %

cota—+cotb %+x

m—l_

=0.

cot(a +b) =

. T .
Daqui temos que a + b = 5, e pelas notagoes acima:
s
arctan x + arccot x = 5

™ ™
Agora Provemos que arcsen x + arccosx = 5 Denotamos o = arcsenz com —— < o <

bo|

T 3T
e [ = arccosz com 0 < 8 < . Temos—§<oz—|—ﬁ<— Mas, sen a« = x e cosa =

5
V1—1x2 cosf =xesen =+1— 22 portanto;

sen(a + ) =senacos + sen 3 cos
=x.x+ V1 —22y/1 — 22
=1.
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) T 3T - , L. -
Como no intervalo (—5, 7) a fungao sen(a + () é unica, entao

™

a+p=7,

ou seja
s
arcsen & + arccos r = 5 ™
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Universidade Federal do Rio Grande do Norte
Lista de Exercicios

1. Encontre os valores das seguintes fungoes trigonométricas inversas:

(a) sen(arccos 2);

(b) cos(arctan z);
(c) tan(arccosz);
(d) sen(2arccosx);
(e) sen(3 arccos 3);

(f) sen[} arccos 2 — 2arccot(—2)];

() sen (arcsen 2 4 arcsen 2);

(h) cos (arccos £ + arccos 12);

(i) sen(2arctan 2) + tan (3 arcsen 3 );

(j) sen (arcsen 12 + arcsen ).
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